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This is not necessarily true if we do not r e  to be continuous. For example equir  

0  
1   . 

    In a setting that uses measure theory, one groups into a single class functions that are equal    
“almost everywhere” and we can then not require the functions to be continuous but merely   
integrable. 

5. This is nearly identical to problem 4. We require   0 to ensure  , 0  if 
0. 
 

6. (b.) 

·
√3
4

√15
4 5√24 25.89; 

25.89
26 .995; cos . 995 .092 radians. 

 
(c.) The arc length   subtended by an angle   (measured in radians) of a circle of radius    
 

         is  . So √26feet . 092 469 feet. .

        7.       , 1 " 2 .  

Integrate  1 "    by parts with   

1 2  ,    

" ,    . 

             Then 

1 "

1 | 2

2 . 

              Thus 
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1 " 2

2

2 1 . 

      Similarly, 

, 1 " 2 1 . 

8. For each part  cos √ sin √ . We find   and   and   that satisfy the 

boundary conditions. 

(a.)  0  so 0 and  sin √ .  sin √ 0  so √
  a ond s  . Thus the eigenfunctions are sin  . 

(b.)   0  so 0 and  sin √ .  sin √ 0  so √  

   and so / . Thus the eigenfunctions are sin /  . 

(c.)  /2 cos √ /2 sin √ / cos √2 /2 sin √ /2 0 

/2 cos √ /2 sin √ /2 0. 

2 cos
√

2 0 so 0 or √ 2 1;   also    2 sin
√

2 0   so  0 or √

2 . 

                  2 .    Thus, the eigenfunctions are  cos 2 1   and  sin

     (d.)   cos √ sin √ cos √ sin √ 0 

/2 cos √ sin √ 0. 

2 cos √ 0 so 0 or √
1
2 ;   also    2 sin √ 0   so  0 or √

. 

9 
 

9. We know (by definition of a basis) every vector in    can be written as a linear combination 
of  , … , .   We show the representation is unique.  Suppose 
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  and 

Then   0 .  Since   , … ,  is a linearly 

. 

indep t, each   0. endent se

10.  ∑ . If  , … ,  } is an orthonormal  basis then  , ∑

11.  .  If   then 0   so  .  

  (b.) W   y  e show  , … ,  is a linearl  independent set. Suppose

. Then   0

 0. Since , … ,  is a basis, each  0. 
In an dimensional vector space, any set of n linearly independent vectors is a basis. 

12.  
       early independent,  " is lin

      1 is not linearly independent,  "

        is linearly independent, 

       is not linearly independent. 

13.  We  have  , 1, , 1, , 0, , 1, , 1,
, 0. 

Let . Then in the real number case, (for complex numbers we must introduce 
comp g s  is    lex conju ate but the technique   the same )

  , , , 2 , ,

, , ,
, 2 , , . 

14. If  

   then  0  
   

 

15. (a.)  Since we are in the real  numbers   , , . Then 
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, , , 2 , ,
, 2 , ,  

,, , 2 , ,  

and since  , ,  we have  , , . 

(b.) This .  says orthogonal transformations preserve angles as well as length

   16. (a.)     . Then 

n  of  1, , … , .  so  is a linear combi ation

If 0 t en each  0. , h

1 1 0 0 · 1 0 0 0  

1 1 · 1 0 0 0  

2 0 0 · 1 2 0 0  

 

0 0 · 1 2 0 0  

so  the matrix of   with respect to this basis is 

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0

0 0 0 0 0

. 

(c.)  y ee  is the vector space of pol nomials with real coefficients of degr

           1 or less. . basis is 1, , … , . The dimension of   is  

17.Suppose  0  and 0. Then 0 0 0. The 
kernel of   for parts (a.) and (b.) is the constant polynomials. 
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Section  ‐21  

1. The area of the parallelogram formed by    and   is   |sin | where   is the angle 

formed by    and  . See Figure 1. The volume of the parallelepiped formed by the non‐coplanar 

vectors  ,   and    is the area of the parallelogram formed by    and   multiplied by the 

length of   and sin  where   is the angle   makes with the plane formed by    and  . Now 
 is perpendicular to the plane formed by    and   so the volume of the parallelepiped is 

the area of the parallelogram formed by    and   multiplied by the length of   and cos  

wher h  . See Figure 1.  e   is the angle   makes wit

Now   |sin |     so the volume of the parallelepiped is

 cos ·  . 
 

 
 

Figure 1                                                               

2.(a)  Spherical coordinat se : 

cos sin ,  sin sin , sin n  si

̂ cos sin ̂ sin sin ̂ cos . 
 

̂
̂ n  

    Orthogonality: 

cos cos si cos ̂ sin

̂
sin sin ̂ cos φ sin ̂ 

̂
cos sin ̂ sin sin ̂ cos  
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̂
,

̂
cos cos sin sin sin cos cos φ sin 0

̂

 

,
̂

sin sin cos sin cos φ sin sin sin 0 

̂
,

̂
cos cos cos sin sin cos sin sin sin cos

cos sin cos sin sin cos 0. 

 

  Scaling factors: 

̂
cos cos sin cos sin

cos cos sin sin

 

 
 

̂
sin sin cos φ sin sin  

 
̂

cos sin sin sin cos sin cos

1. 
 Orthonormal Basis: 

̂ ̂
̂

cos cos ̂ sin cos ̂ sin
  

cos cos ̂ sin cos ̂ sin . 

 

̂ ̂

̂
 

sin sin ̂ cos φ sin ̂
sin sin ̂ cos φ  ̂. 

̂ ̂
̂

cos sin ̂ sin sin ̂ cos
1 . 

 

 
Volume element: 

sin 1 . 
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Gradient: 

1
̂

1
̂

1
̂

1
̂

1
sin ̂ ̂ . 

 

 
Laplacian: 

 
1

. 

 

sin ,
sin

 

sin ,   sin
1

sin ,     sin  

so  
1
sin sin

  

1
sin   

sin
 

. 

 

 
(b.) Parabolic cylindrical coordinates: 

1
2,  ,

̂ ̂
1
2

 

̂ . 

Orthogonality: 

̂
̂ ̂ 

̂

 

̂

̂

̂ 

 

̂
,

̂
0;      

r
ξ

∂
∂ ,

∂r
∂z 0;      

̂
,

̂
0. 

 

  
 
 

̂
 

 Scaling factors: 
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15 
 

̂
 

̂
1. 

 Orthonormal Basis: 

̂ ̂

̂
̂ ̂

  ̂ ̂ 

̂ ̂

̂

̂  ̂ 

̂ ̂
̂

. 

Volume element: 
 

1 . 
 
Gradient: 
 

1
̂

1
̂

1
̂

1
̂

1
̂ ̂ . 

 
Laplacian: 
 

 
1

. 

 

, 1, 1,      

 

so  
1

     

1 1
 . 

 
(c.) Parabolic coordinates: 

 cos  
 sin  
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2
1

 

̂ cos ̂ sin ̂
1
2 . 

 

̂
cos ̂ sin ̂  

Orthogonality: 

̂
 cos ̂ sin ̂  

̂
sin φ  ̂ cos ̂ 

̂
,

̂
cos sin 0 

 

̂
,

̂
 

cos sin φ  sin cos 0 

̂
,

̂
cos sin φ  sin cos 0. 

 

 
  Scaling fact sor : 

̂
cos sin  

 
̂

cos sin  

 
̂

sin φ  cos . 

 
 Orthonorma asis: l B

̂ ̂

̂
 

cos ̂ sin ̂
  

cos
̂

sin
̂  
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̂ ̂

̂
cos ̂ sin ̂ cos

̂
sin

̂  

 

̂ ̂

̂
sin φ  ̂ cos ̂

sin φ  ̂ cos ̂. 

 
Volume element: 
 

. 
 
Gradient: 
 

1
̂

1
̂

1
̂

1
̂

1
̂

1
̂ . 

 
Laplacian: 
 

 
1

. 

 

, , ,    

 

so  
1

     
. 

 
(d.) Bipolar coordinates: 

 
sinh

cosh sco   

 
sin

cosh cos  
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. 

̂
sinh

cosh cos ̂
sin

cosh cos ̂ . 

 

 
  We set  1 to simplify the notation. 
 
Orthogonality: 
 
Note that  

cosh cos cosh sinh sinh
cos co

1 cos cosh
cosh cos  

 

h s

sin sinh
c

 

osh cos  

sin sinh
c cos

 

osh  

cosh cos cos sin sin
cosh cos

cosh cos 1
cosh cos . 

 

 

̂ sin sinh
cos ̂

cosh cos 1
c ̂ 

 

osh coscosh

̂
 

1 cos cosh
cosh cos ̂

sin sinh
cosh cos ̂ 

 

̂
. 

 

̂
,

̂

sin sinh
cosh cos

1 cos cosh
cosh cos

cosh cos 1
cosh cos

sin sinh
cosh cos 0 
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̂
,

̂
0 

̂
,

̂
0. 

  Scaling factors: 

̂ sin sinh
cosh cos

cosh cos 1
cosh cos  

 

  
sin sinh cosh cos 1 cosh cos 1 sin sinh

cosh cos 1 sin cosh 1
1 2 cosh cos cosh sin cosh sin
1 2 cosh cos cosh sin
cos 2 cosh cos cosh cosh cos . 

  Now

 

̂ cosh cos
cosh cos

1
cosh cos . 

Thus 

 
  Likewise 

  
̂ 1 cos cosh

cosh cos
cosh cos 1
cosh cos

1
cosh cos  

 

̂
1. 

 

 

In the case  1, cosh cos . 

 
 Orthonormal Basis: 

̂ ̂

̂ sin sinh
cosh cos ̂ cosh cos 1

cosh cos ̂

1
cosh cos
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sin sinh
sh

cosh cos 1
sh  ̂ ̂ co cos  co cos

  

̂ ̂

̂ 1 cos cosh
cosh cos ̂ sin sinh

cosh cos ̂

1
cosh cos

1 cos cosh
cosh cos  ̂

sin sinh
cosh cos  ̂ 

 

̂ ̂
̂

. 

 

Volume element: 

cosh cos . 

Gradient: 

1
̂

1
̂

1
̂  

 

cosh cos
̂

cosh cos
̂ ̂ . 

 

Laplacian: 

 
1

. 

 

cosh cos , 1, 1,   cosh cos  

 

 
so  

cosh cos
   

 cosh cos  
. 

 
(e.) Prolate spheriodal coordinates: 
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